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1 L’ESPACE L

1 L’espace I”

Définition Soit p un nombre réel positif. On désigne par 'éspace des fonctions mesu-
rables de puissance p-iéme intégrable, 'espace L%, et on le note par
J={f:E— C, f mesurableet [_|f[Pdu < +o0}.
On introduit pour f € L% le nombre ||f||,, p > 1 comme suit

191, = ([ 17Pdw) ™.

Pour p, g €]1,00], ils sont dites. exposants conjugués si %+ % =1.

Par extension, p tend vers oo si et seulement si g tend vers 1 et 'inverse est juste.
On convient alors que 1 et +oo sont aussi des exposants conjugués.
Proposition :

Pour 1 < p < 400 on a pour toutes fonctxons mesurables f et g de E dans T

1) Jplfgldu < ( J Ifl"du) (/s Ifl"du) , ot 1+ 1 =1 (Inégalité de Holder)
(Pour p = q = 2, I'inégalité est appelé inégalité de Cauchy Schwartz )

1

) ( [ f+g|"dp,)% < ( [l f|”d,u) ( +( fql f|Pd,u); (Inégalité de Minkovski.)

Preuve
1) En utilisant I'inégalité de concavité de la fonction In, on obtient aisement

In(z”) ]ﬂ(yq) yq
Vz,y >0, In(xzy) =——— <In
Y (zy) P ( p 7 =]

11 suffit ensuite de passer & ’exponentielle pour retrouver que zy < %P + yqi

—liet en

* Ensuite le résultat découlera en remplacant z et y par des fonctions ﬁlfnl; et [l

~integrant I'inégalité obtenue.
-. La concavité du Logarithme étant stricte, on ne peut avoir égalité que si

lgligl7 @) = 1 fl5lg(2)|* p = pp

2) Si N,(f) = +o0 ou que g(z) = +o0, I'inégalité est vérifice.
On peut supposer que N,(f) < +00 et que N(g) < +o0. On rappelle I'inégalité triangu-
laire, pout tout f, g

|f+aP <|fIIf + 9P +glIf + 9P,

et c’est du fait que (f +g)P = (f +9)(f + 9P = F(f + 9)* ' + g(f + g)*". En inte-
grant et en utilisant I'inégalité de Holder 1) et tout en remarquant que pg—q = p, on aura :

IN

/Elf+gl”d# /E|f+g|”‘llf|du+fE|f+gl”‘1|9|du

= |If + 927" 1 £l + 1f + glE gl

Le résultat découle en multipliant I'inégalité par ||f + g||17?.

L’égalité est réalisé lorsqu’on ait ||gj|,|f(z)| = ||fllzl9{(z)|-

Page2 / 11
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“integrant I'inégalité obtenue.
- La concavité du Logarithme étant stricte, on ne peut avoir égalité que si

I L’BSPACE I»
1 L’espace L”

Deéfinition Soit p un nombre réel positif. On désigne par I'éspace des fonctions mesu-
rables de puissance p-iéme intégrable, 'espace L? et on le note par
Zh = {f:E> €, f mesurableet [ |fIPdu < 400}
On introduit pour f € LF, le nombre ||f|,, p > 1 comme suit

I91e= ([ 1rpau)”

Pour p, ¢ €]1, 0], ils sont dites exposants conjugués si ;1, + % =1

Par extension, p tend vers oo si et seulement si q tend vers 1 et l'inverse est juste.
On convient alors que 1 et -+co sont aussi des exposants conjugués.
Proposition :

Pour 1 <p < 400 on a pour toutes fonctions mesurables f et g de E dans T

1 1
1) [ fgldpy < (IE |f l”du) ’ ( I lf]qdu) ", ot 1 +1 =1 (Inégalité de Holder)
(Pour p = g =2, I'inégalité est appelé inégalité de Cauchy Schwartz.)

2) (fE If + gl”du)% < (IE |f If’du)’% + ( J5| flpdu)’_l’ (Inégalité de Minkovski.)

Preuve
1) En utilisant I'inégalité de concavité de la fonction In, on obtient aisement

In(z?)  In(y) a? oyt
VI, >O,ln$ :—+_Sln_+_
Y (zy) P q (p q)

11 suffit ensuite de passer & 'exponentielle pour retrouver que zy < ’pr + ti.

* Ensuite le résultat découlera en remplacant z et y par des fonctions TIJfLIIIZ et % et en

glgl f (@)P = I FI5lg ()| 1 —p.p

2) Si Np(f) = +o0 ou que g(z) = +00, 'inégalité est vérifide.
On peut supposer que N,(f) < +00 et que Ng) < +o0. On rappelle 'inégalité triangu-
laire, pout tout f, g 5
|f +gl” < IfIIF + g~ +allf + 9P,

et c’est du fait que (f + g)" = (f + 9)(f + 9)" " = f(f + 9)* ' + g(f + g)*". En inte-
grant et en utilisant I'inégalité de Holder 1) et tout en remarquant que pg—q = p, on aura :

IN

[+ P sidu [ 15+ o gldn
E . E .
1+ o715+ 14 + 51Nl

Le résultat découle en multipliant I'inégalité par ||f + 9”;1,_”.

/ |f + glPdu
E

L’égalité est réalisé lorsqu’on ait ||g],|f(z)| = ||fllslg(z)|-
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P .
Toduit de convolution

Proposition
Pour tout p . ¢ on a
1. Pespace LL est un espace vectoriel. g
2.0 aPphcatlon Np : L8, — [0, 400, f > [|f]lp est un semi norme, c'est & dire que Lon
a pour tout f et g dans Lr
— Ny(f) >0,
— N,(Mf) = AING()
— Np(f +9) < Ny(f) + Nao(9)-

D’autre part, on a N,(f) =0« |f|? =0p.p cad f =0p.p.
Preuve

1. — En effet, pour tout f € L%, et pour tout a € R(ou C),onaaf € L%
— Pour tout f, g€ L5, on a d aprés 1'inégalité de Minkowski

[ 156+ s@Pdn < ([ 11@pPdu+ [ lo@ram < +oo.
E E E

Ce qui explique que f+ g € L.
2. — N(Ifl) = Np(f) et a € R(ou T) on a Np(af) = [l Np(f)-
— No(f +9) < Np(f) + Ny(g)- (C'est le résultat de I'inégalité de Minkowski)

Nous introduirons par la suite la notion de convergence dans I'espace L7,
Définition
Considérons la relation d’equivalence sur 'espace LF,
fr~gef=gpp
La classe d’équivalence d’'une fonction f € L% est noté par f et définie comme suit :

f={geLz, f=gpp}
L’ensemble des classe d’équivalence est 'espace quotient, définit comme suit :

—_—ﬁﬁ/m,

1.1 Produit de convolution

Définition
La translatée (ou la translation) d’une fonction f par le nombre réel a est définie comme

suit :

Ta.f(m) = f(l' - 0,).

Et on a les résultats suivantes :
1. Si feLb, 1<p<+oo,alors 7,f € LE et || 7afl|p, = || fp.

2. 8i felf, 1<p<+oo, alors lim|rf — f], =0.

, a—

* Définition

Soient f et g deux fonctions de L1 On appelle produit de convolution de f et de g noté
f x g, Papplicaion h de L;, défini pour presque tout € R

h(z) = £ + g(a) / F(@ — t)gt)du(t).

Page 3 / 11




.2 ' TRANSFORMATION DE FOURIER DANS £

Sur I'espace L}‘ le produit de convolution est co
par rapport & I’addition.

Et on a pour tout f, g € L,

mmutative, associative et distributive

If *glly < [I£1Llgll:-

Preuve
En vertue du théoréme de Fubini, on a

I£2ah < [ [ |1~ o] duoranto
[1801( [ 176z = 016t = 11l

En vertue d’un changement de variable s = z — t, on obtient facilement que fxg = g« f.
D’autre part, en vertue du théoréme de Fubini, on a

((fxg)*h)(z) = //f(z t — 5)g(s)h(t)dsdt

= //f(x—s—t t)h(s)dsdt

= ((f *h) * g)(z)

Et grace 4 la commutativité on obtient

IN

(frg)xh = (fxh)yxg=(hxf)xg
= (hxg)xf=Ffx(g*h)

D’oti ’associativité du produit de convolution.

2 Transformation de Fourier dans [}

Définition

Soit, f € L'(IR). On appelle transformation de Fourier de la fonction f, lapplication F f
ou f définie sur R4 valeur dans T, par

Ff(z) = flz) = /]Rf(t)e‘z”“dt, z,te R

Théoréme de Riemann-Lebesgue
L’application

F: IR - L°(R)

est lineaire et continue et pour f € L'(IR) on a :

L Nl < £l
2. ; |}m-1+ flz)=0. (Lemme de Riemann Lebesgue.)
Z||—+oo

(Cas particulier : )
on a e = cos(f) + isin(6). Donc I'intégrale de Fourier sAQcrit

flz) = /IR f (t)(cos@wtm) —isin(27tx)) dt

si f est paire, alors F f(z) est un nombre réel et opn a
Ff(z) = 2/]Rf(t) cos(2ntz) dt.

Page 4 /11



. a
: « aginaire €t 01
CUSE £ e impaire, alors Ff(z) est imagit

oo

jer de
Exercice. 1. Calculons la transformee de Fourte
{ 1-ff i HST

f(t)sin(2ats)

0 sinon

Réponse
comme A est paire, on pour z #0

A@) = 2 /0 1(1-1:) cos(2mzt) dt

Y ~ inuitéen 0. Donc
$i £ =0, A(0) = 1. La fonction A(z) est donc prolongeable par continul

gy’

@)= (
Proposition
Soient f € LY(R), a€ R, ethe R Ona alors, pour tout z € R
L F(f(at))a) = AF(P)(E), oo
2. F(nf)(z) = e M F £ ().
3. F(e*™f(t))(z) = Ff(z - b).
4. F(f)(=) = Ff(~a).

Preuve

1. Soient f € L'(R) et 0 € R, alors, on a d'une part la fonction ¢ — f(at) € L} R
et d’autre part , par changement de variable y = at, on aura que si a € IR , alors

Vae R F(f(at))(z) = /]Re-%m f(ta)dt = al—n /]Re-z*‘n% f(w)du

etsi ae IR, ona

Vze R F(f(at))(z) = %1 /]Re"zi”sz(u)du.

Ce qui entraine que
VeeR ac R, Fflat)(a) = -7 (1))
2. On a avec le changement de variable v =t—bon aura
Flaf)@) = / e _ by
R °
— e~ 2imz(u+d) f u)du
Jre s

= e—2i1r:cb /Re—2iwxuf(u)du = 8_2i1rb:.7:f(.’,v).

Page 5 / 11



- 2 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L

3. 1
f(e“""‘f(t))(z) o /Rezi"b‘e'zi'*lf(t)dt
= /Re—2iﬂ(z—b)f(t)dt
= Ff(z=0).
4,
FD@) = [ =T
= /]Re%ﬂ f(t)dt
= Ff(-a)
Proposition

Pour f, g€ L*(R) on a
F(fxg)=Ff Fg.

preuve Comme f,g € L'(R), on a f * g € L!(IR) et on a, en vertue du théoréme de
Tonelli, la fonction

(z,9) = | f(z — 9)9(v)e™ %™ = |f(z - y)g(y) € L'(R)-

Ce qui entraine d’aprés théoréme de Fubini et d’un changement de variable u = y—t que
Fixoe) = [ e (7o)

_ /Re‘”"”( /]Rf(y — 0)g(0)dt) dy
= [ o) [ et )
i /]Re—m A /Re-mg(t)dt

= Ff(z)Fy(z).

Proposition
Soit f une fonction de classe C* sur Ravec f et f’ sont dans L'(TR) . Alors, on a

F(f()(@) = (2inz)F f(z)

Plus généralement, on a :
Pour f dans L'(R) telle que f est de classe C"(IR), n €N et f® dans L}(R),V k €N

alors on a pour presque tout z € R

F(f®)(z) = (2inz) F(f)(=).

Proposition
Soit f € L*(IR) telle que ¢ — t" f(t) est intégrable sur Rpour tout k € {0,1,...,n}, alors

Ff est n-fois dérivable et on a

FOf(z) = (=2im) F(tf(t))(@), VO <k <.
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NSFi ORMATION DE FOURIER DANS (!

'SOlutiOn :
on a '

=)
&
Il

+00
/ e-dle-—ﬁxudt
0 i

+00
= / e—!(a+2i1r:)dt
0

_ 1
: a+2inz
- Témarquons que 9(t) = f(—=t), alors
~ 1
flz) = a—2itz
3. Comme h(t) = f (t) + g(t), alors
5 1 1 2
h(z) = -
(=) et 2inz | a—2inz @+ 4n’a?

4. le fait que h et % sont intégrables sur IR de plus h est continue Sur R, on a avec la
formule d'inversion de Fourier on a

+oo __ .
h(z) = / h(t)e* ™ dt

en particulier le cas z = 0 donne

+00 l 1 1
/ a2 + 422 & = %h(O) " 2a

Exercice. 4. Soit f la fonction définie par f(z) = zl-1,(T)- Calculer la transformation

de Fourier f de f.

Solution : on sait que F(1j—1,y(t))(z) = L"f;‘;—"—), alors

Fila®)e) = —5-F (aa®))
1 (sin(27rx))’

Tz

2im
Exercice. 5. Soit A : R— Rla fonction définie par
1+t s te[-1,0],
A)=4 1-t si te0,1],

0 sinon
1. Faire la representation graphique de la fonction A.
2. Calculer la transformation de Fourier A(z) de A. 2
3. En déduire la valeur de l'intégrale °
+00 i.4
sin
/ 4$d:c
0 T
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2 TRANSFORMATION DE
grable,
S°1ution :

i ¢ inté
sin(nz)2 la fonction A est paire et Cart
la. fOI’Inule de Pl =

on sait que A(z) = (
ancherel implique

+ sint ¢ /1 25, T
= 1-t)dt=
/0 pr T 0( ) 3

Exercice. 6. ;¢ a>0, keNet f la fonction définie par

tk
f(z) = He_at1[0,+oo[ (t)

En utilisant le résultat de Uezercice 1, calculer f.

Solution : D’apres I'exercice 1 on a

- 1
F -atl o t ==
(e ool ))(x) a+ 2irz
Ainsj,
f(ﬁe-'“l (6)@) = — =)
k! OctooiE))A%) = (—2im)*kk! (a,+ 2i7r:1:)
un calcul simple montre que
1

(a+12m)(k) = (=1)"K!(24m)*

(a 4+ 2imwz)k+
d’ou
1

i
-F(Fe t1[0,+oo[(t)) (z) = (a + 2img)k+

Exercice. 7. Soita > 0 et f la fonction définie sur R par f(t) = e,
1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction iy

2. en déduire la transformée de Fourier de

1

h:t— )
1412

3. En déduire, pour w € R la valeur de Vintégrale

+c0
/ cos(wz) i
0 1+ g2

4. En déduire la transformée de Fourier de la fonction (pl définie par

]
¥ (1412)2
Solution :
l.on a .
o~ 2
)=

2. f, fe L'(IR), f est paire avec la formule d’inversion de Fourier on a

1 -

)

|1:I e
e — —
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2 TRANSFORMATION DE FOURIER

ce qui implique

1
].‘( ) — —2n|z|
1+e) "

- oo :
Te=2mlzl _ h(z) = 2/ h(t) cos(27rtz)dt
0
= 9 = _..1—-— cos(ZWtI)dt
, 1+t
pourw = 27T

_ 2/* cos(wt)dt
0

3. comme }, gt paire

T+

alors,

+o0
/ cos(wt) gt = Tl
o 142 2

Exercice. 8. On donne la transformation de Fourier de la fonction f

Fle(e) = Ve ™"

—ar2
1. Déterminer la transformée de Fourier de g(z)=€*
2. Peut-on trouver une fonction h: R— R telle que

/ h(z — u)h(u)du = £6

Solution :
l.on a
9(z) = f(V2az)
donc

Flg®)(=) =

produit de convolution I’equation s’ecrit sous la forme

(h*h)(z) = ‘/77_%-1’

2. en fonction du

appliquant la tran

(@)= (ff %) = Feer

avec l'injectivite de la transformation de Fourier on obtient

h(t) =%

Page 10 / 11

DANS L'

(z) =

€

—z%/2
]

sformation de Fourier au deux membre de 'equation on obtient :



TEELRO DR R o el W AR il n bl R f

1
2 TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L

) Y
Exercice. 9. Le but de cet ezercice est de chercher des fonctions ¢ absolument intégrables
et bornées vérifiant pour tout  réel,

o(z) =el + B / - e Hlo(y)dy

pour B € R Déterminer une solution pour f < 3.

Solution :

En posant f(z) = e~lel, il est, évident que 'équation peut s’écrire

¢=f+Bpxf.

Soit 8 < 1. On suppose qu'il exis

te une solution ¢ absolument intégrable. En appliquant
la transformation de Fourier, il

vient

¢ =Ff+ppf.

soit encore ¢ = T-'ﬂLf’ or f(z) = 7= de sorte que

) = pmr
)= 1-26+ 22
_ 1  o/i=9p R
VI-2B(1—2p) 42 Pourtoutf<g
1.
i _ VI=ZBIY
= (z) pour h(t)=e

Si on suppose en plus que ¢ est continue, alors

par la formule d'inversion, on en déduit
que i i
t) = ——=h(t) = —— VTRl
o) = =gt = =™

Bonne lecture!
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Transformation de Laplace

Nadia Sraieb

Ecole Nationale d’Ingénieur de Gabes
Département GCR-GCP
Omar Ibn Khattab Street 6029 Gabes, Tunisia
e-mail: nadia.sraieb@fsg.rnu.tn/sraieb.nadia@yahoo.fr

Keywords: Transformation de Laplace

1 Introduction

On identifira au sous espace vectoriel L} (R)(I’espace vectoriel des fonctions localement

intégrables sur R), nulles sur RZ.
Dans ce cours, on considére que les fonctions sont nulles pour z < 0. Ce type de fonction

sont appelées des fonctions causale.
Et pour les fonctions f non nulle sur R_, il suffit de considfer g(z) = H (z)g(z), H étant

la fonction de Heaviside, pour obtenir la fonction correspondante.

Definition 1.1. Soit f une fonction d variable réelle ou compleze, la transformation de
Laplace bilatérale de f,lorsqu’elle existe, est la fonction a variable réelle ou compleze p

définit par l’intégrale:
+00

Lp)=[ [t

0
Remarque 1.1. f est appelé 'origine et L est Iimage de la fonction IF;

Definition 1.2. La transformation de Laplace unilatérale d’une fonction causale f est la
fonction Lf de la variable réelle ou complexe p définie par '

+oo
Li(p) = A f

Remarque 1.2. 1. On remarque dans le cas de la transformation de Laplace uni-
latérale, seule lo restriction de f 4R, intervient dans la définition. On peut toujours
rendre une fonction causale, c’est en la multipliant par la fonction Heaviside.

(t)e Ptdt (1.1)

2. Pour que Lf existe, il faut que l'intégrale j;m f(t) e7Pdt soit convergente

Exemple
Vérifions que la fonction f(t) = }H(t) n’admet pas de transformation de Laplace.

+o00 1 1 1 +o0
Lf(p) =/ Ee_”tdt =/ Ze—’”dt-k/ -i—e"”dt
0 0 1

ARG TEESRERR TN "SRR IR T T ST NTY S I R - MRS TN S R V 20 Y ) SRR TN SOl RN A% W o, WL

i
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. . itif, donc
Sur lintervalle [0, 1), e > e sip est réel positi,

1 1]
f le'Ptdt > g"p —t-dt
t 0
0
. . ) 3 t as
Cette dernitre intégrale diverge et ainsl Lf(p) n'existe P

: sordre p §'il eziste A, B > ()
Definition 1.3. On dit que f est d croissance ezponfmtw"e d’ordre P ’

tels que,
! v > A, |f(t)] < Be"

— at
nomes et les fonctions de la forme f(t) = ae™ sont

Exemple o Les fonctions poly
d’ordre exponentielles. .
o la fonction f(t) = e n'est pas d’ordre exponentielle.

cn effet : on aVa € R,

at 17 _ St ot

ee

§ 2
et lim ¢t = 4o
t—+o0

Théoréme 1.1. si f est localement intégrable sur R, d’ordre ea:poneg;ﬁielle alorzzllz
admet une transformée de Laplace bien définie pour tout p € C telle que e(p) > o
vérifie |f ()] < Ce®, ¢> 0 et Vit>to.)

Preuve Soit ty > 0. 11 existe C' > 0, a € R tel que I'on a

IF()| < Ce®, V>t

Parsuite, pour tout ¢ 2> tp, on obtient

FBe™] = [f(Bleer
g Ce—(me(s)—a)t-

+o0
D’ou la convergence de I'intégrale / |f(t)e™|dt, V Re(s) > a. C e qui entraine la
: to

+00
convergence de I'intégrale f(t)e™dt, VY Re(s) > a.
to

to

Or puisque f € L} (R") alors / ft)e™'dt < +o0.
0

Dong,

+o00

to +o00
f(t)e™dt = /0 f(t)e™*dt -I-/t |f(t)e™*|dt < 400, V Re(s) > a.

0

Ce qui fallait démontrer.
Puisque 'existance de la transformation de Laplace exige que

tr e”|f(t)] € L'(RY)

on introduira, alors la notion d’abscisse de convergence absolue ou appelée encore ’abscisse
de sommabilité.

YRS
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Transformation de Laplace

Definition 1.4. On appelle abscisse de convergence absolue ou abscisse de sommabilité,
le réel zy telle que
zo=inf {z€Ry: e|f(1)] € L'(R*)}.

+00

Ici, on remarque bien la convergence absolue de I'intégrale ¢~*tf (t)dt pour Re(s) >

0
x alors que cette convergence n'est pas vérifié lorsque Re(s) < o
Exemple La fonction échelon-unité ou Heaviside, définie par

H(z)=1, >0 H(z)=0,t<0.

Lflp) = / " Hiz)e ™z

0
00
= / e _ptdt
0

+w . - .
Pt soi i .0 P = 0 ce qui implique que
pour que /0 ePidt soit convergente il faux que Hﬂo

lim |¢|=0. Comme p € C, alors leP| = e~RelP)t Donc

t—+00
lim e-Rel®) =0 si et seulement si Rel (p) > 0.
t—+00

+00

¢~Ptdt est convergente si et seulement si Rel(p) > 0. Alors I’abscisse de

Par suite
Convergence? absolue de la fonction Heaviside H est po = 0. Dans la suite un calcul simple
donne ]
LH(p) = p Vp € C, Rel(p) > 0.
Exemple

Posons f(t) = €%, on a

too +oo
Lf(p) = /0 elte Pdt = /0 eliPtdt

lim [e®P = lim e PP = () & Relp > 0.
t—+00 t—+o00

avec

Ainsi 1
L(e")(p) = —, YV Relp>0

p—1i
11 sera simple de vérifier la relation entre les deux transformations F et £, donnée

dans ce théoréeme.

Théoréme 1.2. (La relation entre F et L) :
Soit f une fonction causale, telle que: si f € L'(R*), alors Ff(y) = Lf (1y2m), ou encore

Ff(%)=Lf(iy), Yy eR.

N
La preuve est évidente.
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Quelques exemples

‘échelon unité (¢ = H(t)) La transf,
: formée de Laplace de | :
gsll:;eo:i.:ll’éche]on unité est définie pour p € C avec Relp > 0 et on g

1
P

Tnée e

LH(p) = LH(t))(p) =

Transformée de Laplace de la foncti'on rampe ¢ = ¢ x H(t)
' de Laplace de la fonction rampe est définie pour pour p € C ayee R

L(t x H(b))(p) = pi

La bransformg,
elp > 0 et on a

. Transformée de Laplace de la fonction ¢ s » ¥ H(1)
de Laplace de la fonction (¢ = " X H(t)) est définie poyy
on a

» M €N La transformge

L& x H(t))(p) = r’

preuve Calculons la transformée de Laplace de 15 fon

par parties: ction ¢ ¢n H (t)

intégrant

U= tn7 dv = e_ptdty du = nt"—ldt, v 1

s —_e-pt
+oo
/ the Pt
0

p
_ [ 1-pttn]+°° n 1o
= = =€ — n—1_—nt
» o +p/0 ey

Les valeurs de la premiere intégrale sont nulles 3 cha
seconde est celle de la transformée de ¢ 1y "1 x H{(t)
Ainsi, .

L(E" x H(t))(p)

I

que borne, la valeur e la

£ < HOYE) = £ x Up)(p) = DL ()
= 2Rl 1
p L X H) )
|
= SLEO)
Mais

%ﬁ(t" x H(O)(p) = LIE)(p) =

==

comme on peut immédiatement le constater.

. Transformée de Laplace de la fonction ¢+ e% x H (thyaeC -

La transformée de Laplace de la fonction ¢ — e x H (t) est définie pour p € C,
Rel(p) > Rel(a) et on a

(e x ) =~



@

- nsformation de Laplace

exponentielle f(t) = e x H(t)

[__e(a—r)!] oo
avec a-p 0
'
= | | lim e(a—Reip)t
Cette dernidre 1 @ — p| p+oo
niere limi )
mite est nulle si Relp > a. Ainsi, la valeur en la borne supérieure

n’existe que si
€ 81 Relp >
a et vaut al g | i férieure
1 .. alors 0. A ¢ : ¢ inférieure
vaut =. Aingi lors que la valeur en la born

lim ﬁl_e({l-p)t
P—+oo | q — D

L(e® x H(t))(p) = 1 , définie si Relp>a

p—a

o. Transformée de Laplace de la fonction ¢ — sint X H() :
La transformée de Laplace de la fonction ¢ + sint x H(t) est définie pour p € C;
Rel(p) >0 et on a
. 1
L(sint x H(t))(p) = ZA1

preuve Calculons £(sint x H(t)) en intégrant aussi par parties :
1
u=sint, dv= e Pidt, du=cos tdt, v= —Ee

+oo 1 o 1 [T —pt gy
L(sint x H(t))(p) = / sinte Ptdt = [ — =g smt] + - cos te
0 D 0 P Jo

e intégrale sont nulles a chaque borne,
) . Ainsi

la valeur de la

Les valeurs de la premier
seconde est celle de la transformée de sin tH(t

Lsint x Ht)(®) = %E(cost « H($))(®)

En intégrant une nouvelle fois par parties, on trouve qué

L{cost x H(E))(p) = % - %E(Sint « H())(p)

et
finalement 1 1
L(sint x H(t))(p) = i F[,(sint x H(t))(p)
D’ot, en résolvant 1'équation
1
L(sint x H(t =
(int x H)() = 77
On établit de méme
C(cost x H())(p) = ==
p*+1
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 (ransformation de
alors ona.

¢ransformatio

causales admeltant det
¢ respectifs To et Yo,

3 Propriétés de la

i o1 1 fonclions
Proposition 3.1. Soit f ¢t qu jqnc o
Laplace respectives L ¢t Lg ¢l d'indice de sommabilit

1. Linéanité :
lle que

' te
o la fonction [ +g admet une {ransformation de Laplace

£(J +9)(p) = L) + LoP):
o Pour tout a appartenant ¢ R (ou d € C),ona
Liax f)p) = x L)

2. Injectivité :
si Lf=Lg alors f=gpPp

lim Lf(p) =0, VpeCtel que Rep > To-
[p|—+00
Exemple

1. La transformée de Laplace de la fonction définie par
f(t) = (3t +4)H(t)
est donnée par

L(@+DHW)P) = LEHE)®) +4LH()g()

3,4
P op

LY (p) = ﬁ(fost)(p) + iL(sint)(p)

p—1
p 1
p2+1+1p2+1

Alors

E(cost)(p)=p2ﬁ_ - et E(sint)(p)=p2il

Proposition 3.2. Soit f une fonction causale admettant une transformée de Laplace
notée Lf(p) ayant po comme abscisse de convergence absolue, alors on a

1. Phénoméne d’amortissement: pour a € R la fonction e* f(t) admet une trans-
formée de laplace, son abscisse de convergence absolue est py + a €t on a

& L(e" f(H)H (t))(]p) =Lf(p—a), Yp>pta.

J e(l A (K\ \p _\

) é {%\ (P-a)) S Ae'm\' <P Rk
fer) LRI

y
@ el
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 Changementg d'éc,",
fomée de lﬂl)la(‘c d'“bs(‘;"s:a o tout 4

1 conye >0, la fonction f(at) admet unr frans

"9ence absolue ot apy el on a

= JU-a)H(1 - a)
{f(l—a) si L >a,

0 sinon
admet une tran,

Sjo el OTL
Q f "née de Laplace son absciqse de C()ﬂUL"’T]enCﬂ absohle est Po e

L)) = e f(p), Vp > po.

Remar
que 3.1. Pour g ~ 0, onavt e R, H(at) = H(t)

L f(OH 1) (p) < / h ft)estePtdt = / T pye-edt = L (P~ a)-
0 0
2 Par un simple changement de variable u = at, on obtient le résultat.

+o0
5 Ona LE®)0) = [ 1 - a)era
Posons v = ¢ — a,du = dt. L’intégrale devient

"~ fu)e Peta) gy = P2 /+°o f(u)e P*du = e P Lf(p)-
0 0

Exemple
L. L H(t))(p) = L) (p — 2) = g
2. L(e 3sintH(t))(p) = L(sint)(p +3) = F+31)'2?

3. pour a € R on
L(cos(at))(p) = £L(cos(t))(B) = ko,

L(sin(at))(p) = 2L(sin())(E) = »ie=

4. Transformée de Laplace de f(t) = (t —1)? et g(t) = (t —1)%,t >1:
Remarquons ici qu’on peut appliquer la proposition précédante (cas de phénomene
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de retard) uniquement sur la fonction g et non pas sur f car la fonction f elle retardé

par 1 mais elle commence & partie de zéro et non pas de 1. !

LEMHD)P) = L({E-2+1)F)
= L(t*)(p) — 2£(t)(p) + L(H(1))(p)

_2_2.1
P P op
et
L(t-12H{E-1)p) = ePLE)p)
_ % |

Exemple Cherchons la transformée de la fonction

f(t) =sin(2t — 3)H(t — g)

la fonction 3 3

F6) =sin(2(e ~ S)H(E - 3) = gt~ 2)

avec g(t) = sin(2t)H (¢)
Alors,
3 _ 2e 2P

LIF)E) = Ll = ) = LOW)P) =

Exemple Calculer la transformée de la fonction

g(t)=tH({t-1)

La fonction g est égale & une fonction f retardée de 1: g(t) = f(t — 1).
Donc la fonction f est égale & g avancée de 1: f(¢) = g(¢ + 1).

J)=g(t+1)=(t+1)H(t)

Alors A1 ‘
L(g(t))(p) = e p(l_l e I?) |

Exemple Calculer la transformée de la fonction
f(t) = sintH(t - g)

La fonction

a(t) = f(t + g) = sin(t + g)H(t) = costH(t)

est retardée de 7. Le retard implique
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Transformée de Laplace

Transformée de Laplace Exercices d’entrainement

1) Calculer les transformées de Laplace suivantes :

8 Lloset %) b (e er 00
IR 4{ COS(%)‘sm(i)) e‘3‘ "2/@)} 4y PlPetelera@)

2) Calculer les originaux suivants :

-

pr2 P *
FEs

9
) zl[p2 2] s e
0 zl[pﬂ}
0 Sl |

3) Equations différentielles

Utiliser la transformée de ‘Laplace pour résoudre les équations suivantes :
a) '(t)+3z(t)+ 22(t) =0 avec: z(0)=1 et 2'(0)=0
© by ()62 (t) + 9z(t) =e X U(t) - avecrz(0)=0 et z'(0)=
c) 2'(t)—z(t) = BeE+t2+1) %(t) avec: z(0)=0 et 2'(0)=0
d) 2"(t) - 4z(t) = et —t%) % (t) avec: z(0)=0 et 2'(0)=1

g e) z'(t)+x(t) = etcos(t) Z(t) avec: (0)=0 et 7'(0) =0

@ ) TNt 4+ at)= YM) = (t—1)  avec: z(0)=2 et Z(0)=

-l<>¢

2/2
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Transformée de Laplace  Exercices S,
ansior

1) Laplace

; jvantes :
Calculer les transformées de Laplace suiva

a) & [(F . e*“) Y (t)]

) z[@+&)%ﬁ%+0+3)%“f2ﬂ N ¥§§§

c) 2 [(t"’ i+ 1)e‘2‘ %(t)]

S
@
2) ﬁéplacé inverse
Calcler les originaux suivants :

v [ﬁh]

RPN

Liquations différentielles

."EZ‘?J 1, < EE - -,v
Utlllser la transformee de Laplace pour déterminer Ja solution pa.rt1cu].1ere de chacune deé
equa.tlons dlfrrrnnme]les suivantes : -

.- é’a‘ ‘i."-.; ‘1;".
- a) () +z(t) =t () -t u t-1) condition ini‘gia.le : £2(0)=0

b) '(t) +2(t) = Y (t) conditions initiales: {;i%g% z g -
S 0) =0
c) () +4z(t) =2 % (t) conditions initiales : { :;C’EO; -
| o 2(0) = 1
d) () + 52'(t) + 42:( )=e"2 Yt (1) . conditions initiales : { z’EO)) — 0
G a(0) = 1
e)  z(t) +22/(t) +2z(t) =0 conditions initiales : 2(0) = 1
N

1/2 . TEX 2,



Table des transformées de Laplace

! o F(p) = f aof (t)ePidt
0
2 () 1
' p
t"U(t),n €N nl
E i
§ t*U(t),a > -1 T(a+1) .
! patl
U (D) 1
0 —
A | sinat) U(t) a
pZ + a?
7 \ cos(at) U(t) D
‘ P +a?
% sh(at) U(t) a
22 — a2
y) ch(at) U(t) P
2 — a2
" Propriétés
10 f(t_ a) e-aPF(p) X
14 e f () F(p + a) p
t F®)
q [ 7o &)
o PF(p) - f(0%)
4
f(n) (t) n :
1 p"F(p) z pk-1f(n-k) (0+)}<
k=
A ' t" f(t) (—1—)1"F(")(p)
GE =
1 t fp F(u)du
g T
49 f de période T - f &P (1)t
0
t
4g(f *g)t) = fof(s)g(t - s)ds F()6(@)
2™ e f ) EXISEES Jim_f(©) = lim pF(p)
Jim f(£) = lim_pF(p)

Analyse 04/2014-2015

-




Transformée de Laplace

Exercices Simples (Solutions)

1) Laplace

Calculer les transformées de Laplace suivantes :
a) & [(t2 rt-e®) @(t)]

£t) = (t2 - e_at) W) = C UG+t UH) — e U (1)

2 1 1
Fp)=|5+5-—=
@) PP p+3

b) Z[t+2) %)+ (t+3) (- 2)]
f)=(t+2) %)+ (t+3) %(t-2) = (t+2) U+ (t—2)+5) %(t—2)

i”[(t+5)%(t)]=pi : 2[(+?) 2] = 5 +2
2
2i(e-2+9 76-2]= (5+3) -*
F(p) = pp21+<%+g)

o 2[(Erirl)er 2]

2 _2, 1.1 _pHpi?
2|(t +t+1) () = Stato =
2+ (p+2)+2
(e senr)ea] - EHT 24D
2
p*+5p+8
)= (p+2)3
2) Laplace inverse
Calculer les originaux suivants :
+2
)+l
) 2 e 90
F(p) = p+2 2 -1

(p+3)(p+4) p+4+p+3
f(t) = (2 e — ) (1)

*a 3/10 BTEX 2



== =3y~ Fquations différentielles
a) ) +a(t)=t2(t)-t%(t-1)
) +ot) =t 2(0) - (- +1) ZE-1)

condition initiale : z(0) =0

@+DX@%—%—j;—e
1 1 -
A= ppr1) 7
X(p):i‘)—l-}-L__l_ =P

. 7 p ptl PP |
gf) = (t-1+e ) () - (t-1) 2(t-1)

o b) _2"(t) +2'(t) = %(t) -_,conditionsjnitia\les,;_, { ;% il g B
(PzX(P)—O—O)-F(pX(p)—O):%
B +p)X(e) =
X(p) = —13— =L 1.1




Transformée de Lap]ace
— e ————

e ———

) () +da() =

(0" X(p) -

2% (1

d)  2'(t) +50'(t) + 4z(t) = 2 U (¢ (t)  conditions initiales : { 7

(0* X(p) —p—0)+5(p X(p) - 1

1
)+4X(P)—m

1
(P*+5p+4)X(p) = ——=+p+5

p+2
P +Tp+11

z(0)
0)

P’ +Tp+11

XD = o g -
_5/3 -1/2 -1/6
Cp+1  p+2 pt+4

e—4t

7r)%m

(' X(p) —p - 1) +2p X (p)

e) z'(t)+27'() +2z(t) =0 conditions initiales : { (0

0
p+3
p+3
P+2p+2
p+1

—-1)+2X(p)
(7° +2p +2)X(p)

X(p)

P

o

(p+2)(p+1)(p+4)

z(0

)
)

2

“hroirE

z(t) = (cqs)(t) +2 sin(t)) et (1)

(p+1)2+12

5 /10
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Transformée de Laplace

‘ *Exercicesd)entralneme_r{?.”j (?g{utlens}\ :

- 1) Calculer les transformées de ’Lapla_celwes o
a) L[cos(t)e™t %(t)]

p
L [cos(t)%(t)]=:;—_:1—2
w —t - opl)
2 [ooslte™ (2] = m
_ p+l
F(p)';ﬂ+2p+2

b) LIty (1)

e

c) ¥ [(cos(2t) — sin(t)) e~ % ()]

Z[(cos(2t) - sin(z)) ()= P _ _1
P22 i

£ [(cos(2t) = sin(t)) e% /(1)) = T(P_Jr 3) 1
PHIP+R T prapT

p+3 3
\
__+6p+13 m




mée de Laplace

3 1]
Sl N T 2
P52 3 flt) = (Se‘”.— %) 2(t)
s ‘\2}
L(p+3)2 )= a(y
G-l [*
(p+3)(P2+3p+5)}
F(p) = : R P
: (P1+3)(P2+3p+5) C pt+3 Pt3p+5

il P

v ERTEC

-« P 3 )
B R () R

R pil 82 4 )
243 \pedrr(Fy VI G+ +07)

(6‘3;t i (cos‘(‘/z-l—?t) == sin(izﬁt)) e'%t) 2(t)

D

2

ARTS 1+ 2)? +(ﬁ)2
L e
p+2)? +(V2)?

)= 2




Transformée de Laplace

o gl 2p+3 }
N V- E TR -
2p+3 +% - =__2—+—21—3'
PO =5rapes T At} C(pt 12t :
1
p+1 " 7 .
= 2 1 N S —— .
() i +(E)
= 2| \/-6-
(p+1)2+(§) ’ 6(p+1)2+(7>
p+1 «/@- ﬁ—— - - -

3) Equations différentielles

- -Utiliser a-transfermée-de Laplace pour-résoudre les équations SIVADLeS:- . — - - - - -

a) z'(t)+3'(t) +2z(t) = 0 avec: z(0)=1 et 2/(0)=0
(P X(p) —p—0) +3(p X(p) — 1) +2X(p) =0
(P +3p+2)X(p) =p+3
‘X(j_——p'b&—-_- p+3
Tp2+3p+2  (p+1)(p+2)
9 -1
Tprl p+2

oft) = (2 —e) 21() |

b)  z"(t) +62'(t) + 9z(t) = e % (2) avec: z(0)=0 et z'(0)=0

(P’ X(p) = 0-0) +6(p X(p) —0) + ,9?,(&?)1? %

P — ]
W+®+mmm=53
1 : 1
Alp] = (p+2)(p* +6p+9) - (p+2)(p + 3)?
1 1 1

ST pt2 (p+3P pt3

0__L_mLﬂEfl_m)@+U'm‘WU

N 8/10 TEX 2




(37t~ %) % (t) avec: z(0)=0 et (0)=1

L
2 _ 3 2
(p 4)X(p)_m__3_|_l

_ P+t -2p-2
A= -7
716, 7/16 1 12 18

Tpt2 p-2 ptl P p
z(t) = (711: + Ti:t -t 1—2 + %) ()
e) 2'(t) +z(t) = etcos(t) % (t) avec: z(0)=0 et 2'(0)=0
0 X()-0-0)+ X6) = I
@+ DX0) = 2
X() —

T E-2+ 2@+ 1)
s+ 1) Hp+3)
T p-12+1  pP+1

B e )
5\(0—-12+1 (p-1P°+1 pPP+1 p2+1

zit) =

| =

(J(,;b.s(t)e‘ +2sin(t)et — cos(t) - 3sin(t)) % (1)

9/10 IATEX 2¢



“Transformée de Laplace

e — S —T hﬁﬁ—‘%{&r%‘{f“i‘)’——a"ee —41{(3):“17:;#»”.%

-P

e —

(p X(p)—QP-O)er_(Ii)_—P_J___f - o 7
(P2+1)X(P)=l+2p"e—; |
S B e S - T
X0 = p@+1) p(?+1)
1 p _ ];_ p —p
=<5+p2+1) (p p2+1)6
7 ; 2(t) = (1+cos(t)) & (t) - (1'— cos(t — 1)) w(t - ﬂ *

10/ 10
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